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Статья представляет собой обзор методов стандартизации уловов на усилие. Перво-
очередной целью является изложение математических основ обобщенных линейных 
моделей для широкого круга отраслевых специалистов. Показывается связь между 
обобщенными линейными моделями и колмогоровским средним. Также намечаются не-
которые пути повышения робастности процедуры стандартизации.
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Введение

Как известно, оценка запасов, ос-
нованная на  продукционных или когортных 
моделях, так или иначе использует индексы 
численности. Основным источником дан-
ных для оценки индекса численности наряду 
со  съемками, претендующими на  непосред-
ственную оценку запаса, являются данные 
промысловой статистки. Улов на усилие явля-
ется одним из важнейших источников стати-
стической информации о  динамике системы 
запас–промысел. Поскольку промысел ве-
дется судами различных типов с различными 
орудиями лова, возникает задача стандар-
тизации промысловых данных. Наблюдае-
мый улов на  усилие (u) является функцией 
не только численности или биомассы запаса, 
но и ряда других факторов (x1… xd):

).....,( 1 dxxIuu = ).	 (1)
Необходимо построить модель на-

блюдения (1), учитывающую все факторы 
влияния и разрешить ее относительно неиз-
вестного индекса численности. Этот индекс 
численности и рассматривается как стандар-
тизированный улов на усилие. Стандартизи-
рованное промысловое усилие Est, т. е. такое 
усилие, которое обеспечивало  бы данный 

улов, если  бы все условия промысла соот-
ветствовали условиям, принятым за  стан-
дартные, вычисляется как отношение улова 
к индексу численности:

	 (2)

Следует отметить, что в  традицион-
ной процедуре стандартизации (Beverton, 
Holt, 1957) формула (2) используется для 
оценки индекса численности, а стандартизи-
рованное усилие вычисляется по другой фор-
муле:

	  (3)
где верхняя черта означает усреднение за весь 
период наблюдений, нижний индекс f – тип 
судна флота и тип судна, а индекс st – то же, 
принятое за стандартное.

Наиболее простым случаем, когда 
необходима стандартизация улова на  уси-
лие, является ситуация, когда доступны не-
сколько временных рядов уловов на усилие, 
интерпретируемых как индексы численности. 
В  этом случае наиболее естественной гипо-
тезой будет мультипликативная связь между 
наблюдаемым уловом на  усилие и  индексом 
численности, при этом ошибка также будет 
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мультипликативной и  логнормально распре-
деленной:

	 (4)
где qf  – коэффициент улавливаемости для 
соответствующего флота или типа судна, 
а  ε  – нормально распределенная случайная 
величина с нулевым математическим ожида-
нием.

В этом случае оценки индекса чис-
ленности и  коэффициента улавливаемости 
легко получить аналитически:

	 (5) 

	 (6)

где m  – количество категорий (флотов или 
типов судов), T – период наблюдения.

Метод такого типа впервые был 
предложен Гаварисом (Gavaris,1980) и, хотя 
техника статистических вычислений значи-
тельно усложнилась, концептуальная осно-
ва стандартизации осталась, в  общем-то, 
той  же  – необходимо с  наименьшей ошиб-
кой представить имеющийся большой массив 
промысловых данных как сочетание завися-
щего только от времени индекса численности 
и  влияния иных факторов, непосредственно 
от  времени не  зависящего. К  настоящему 
моменту в  международной практике оценки 
запасов наиболее широкое распространение 
получили методы стандартизации, основан-
ные на  применении обобщенных линейных 
моделей (Maunder, Punt, 2004), изложению 
математических основ которых и посвящена 
эта работа.

Результаты и обсуждение

Обобщенные линейные модели
Стандартизация уловов на  усилие 

с  использованием метода обобщенных ли-
нейных моделей (generalized linear models, да-

лее – GLM) есть не что иное, как настройка 
модели наблюдения. Модель наблюдения – 
это статистическая гипотеза о распределении 
зависимой переменной, в данном случае уло-
ва на усилие u. Обобщенная линейная модель 
предписывает рассматривать распределения 
наблюдаемой величины только из экспонен-
циального семейства, общий вид которого 
задается следующим образом (McCullagh, 
Nelder,1989):

	 (7)
Величина η называется предикто-

ром модели, L и  G  – некоторые функции 
зависимой переменной и  предиктора соот-
ветственно, которые будут описаны ниже. 
Все статистические моменты наблюдаемой 
величины будут функциями предиктора. 
Статистическая модель называется обоб-
щенной аддитивной (Venables, Dichmont, 
2004; Xiao et al, 2004), если предиктор как 
функция многих независимых переменных 
аддитивно факторизуема, т. е. представляет 
собой сумму функций одной переменной Y, 
{fk} и {yk}:

 	 (8)
Здесь t – время, {xk} и  {jj} – независимые 
переменные. Будучи одной из  наиболее об-
щих статистических моделей, обобщенная 
аддитивная модель для свой идентифика-
ции нуждается в некоторых дополнительных 
предположениях, поскольку каждая из функ-
ций одного переменного задается счетным 
числом параметров, а поскольку оценка бес-
конечного числа параметров невозможна, 
следует выбрать определенный вид функции. 
Множество значений независимых пере-
менных может быть как непрерывным, так 
и  дискретным. В  последнем случае такие 
переменные называются категориальными. 
В  теории GLM принято предположение 
о  линейной зависимости предиктора от  не-
прерывных факторов:
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	 (9)
Коэффициенты при факторах Y(t), 

{βk} {yp (jp)} являются неизвестными пара-
метрами, которые необходимо определить 
при настройке модели. Благодаря фактори-
зации количество наблюдений значительно 
превышает число оцениваемых параметров, 
и именно поэтому аппарат статистики может 
быть применен.

В обобщенных линейных и аддитив-
ных моделях предполагается, что независи-
мые переменные не  коррелированы между 
собой, однако это не всегда верно. Для того 
чтобы учесть корреляцию переменных пре-
диктора, используются обобщенные линей-
ные смешанные модели (Helser et al., 2004). 
Формально обобщенная линейная смешанная 
модель означает включение в линейный пре-
диктор дополнительных членов вида ζz, где 
z – случайная величина с известным (обыч-
но нормальным, но не обязательно) законом 
распределения, а  ζ  – параметр. Обобщен-
ные смешанные модели являются аналогом 
линейной фильтрации в многомерном случае: 
линейная комбинация независимых белых 
шумов позволяет получить нетривиальную 
автокорреляционную функцию предиктора, 
приближающую эмпирическую вариограмму.

В уравнении (7) L (u) – есть взятая 
с обратным знаком функция правдоподобия, 
имеющая смысл логарифма плотности веро-
ятности некоторого, достаточно произволь-
ного, распределения. Установим связь между 
функциями L (u) и G (η). Для этого вспом-
ним, что плотность вероятности нормирована 
на единицу:

	 (10)
Тем самым мы получаем, что функция 

G (η) не является произвольной, а однознач-
но восстанавливается по L (u) преобразова-
нием Лапласа:

	(11)

Последнее есть не что иное, как про-
изводящая функция моментов распределе-
ния, чья плотность соответствует функции 
правдоподобия L(u). Таким образом, для 
всякого распределения, обладающего ко-
нечной производящей функцией моментов, 
можно построить содержащее его экспонен-
циальное семейство.

Исследуем свойства случайных ве-
личин, закон распределения которых при-
надлежит экспоненциальному семейству. 
В  первую очередь изучим моменты такого 
распределения. Для этого проще всего вы-
числить производящую функция моментов 
распределения, по определению задаваемую 
следующей формулой:

	 (12)
Для вычисления n-го момента функ-

ции распределения достаточно соответству-
ющее число раз продифференцировать в нуле 
производящую функцию:

	 (13)
Первым моментом является само 

математическое ожидание, для которого ис-
пользование формулы (13) дает следующий 
результат:

	 (14)

Здесь мы ввели новое обозначение – 
функцию связи φ (μ), которая является строго 
монотонной и  однозначно определяемой за-
коном распределения. У  всякой монотонной 
функции существует обратная ей функция. 
Линейный предиктор есть обратная функция 
связи от  математического ожидания. Таким 
образом, зависимость между математическим 
ожиданием и  линейным предиктором одно-
значно определяется обратной функция связи.

Иными словами, обобщению линей-
ную модель можно записать в  следующем 
виде:

	 (15)
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Функция связи задает некоторое не-
линейное преобразование зависимой пере-
менной, после которого задача становится 
похожа на таковую линейной регрессии. Ус-
реднив статистику наблюдений и  выполнив 
обратное преобразование, мы можем полу-
чить следующую формулу:

	 (16)

Правая часть оказывается не  чем 
иным, как средним по Колмогорову (1985), 
который показал, что только такие функции 
не  меняются при замене переменных на  ре-
зультат усреднения, т. е. указанная процеду-
ра является наиболее общей формой усредне-
ния. Таким образом, мы получили, что оценка 
математического ожидания в  обобщенной 
модели задается колмогоровским средним, 
построенным с помощью функции связи.

Теперь вычислим с помощью форму-
лы (13) второй центрированный момент  – 
дисперсию:

	 (17)

Дисперсия D (в общем случае – ма-
трица ковариаций) является функцией ли-
нейного предиктора, а значит, и математиче-
ского ожидания:

	 (18)

Здесь было введено еще одно новое 
обозначение V (µ) для функциональной свя-
зи дисперсии и  математического ожидания, 
а также получен его явный вид с использова-
нием функции связи.

Перечисленные выше свойства на-
ряду с  нелинейной связью математического 
ожидания и  предиктора являются ключе-
выми в практике применения модели GLM, 
поскольку позволяют моделировать данные 
со значительной гетероскедастичностью, т. е. 
с высокой неоднородностью параметров рас-
пределения, прежде всего, с различной дис-
персией. Все эти свойства экспоненциаль-

ного семейства распределений обусловлены 
тем, что функция связи однозначно задает 
вид распределения и все его моменты.

Варьируя функцию правдоподобия 
по параметрам, построим уравнение регрес-
сии:

.0)(
1

=
∂
∂

∂
∂

−∑
=

N

i

i

i
i

Gu
αβ
η

η 	 (19)

Здесь i  – номер элемента выборки, 
N – размер выборки; βα = (β0, β1 …  βd) – 
вектор параметров, причем нулевая ком-
понента соответствует свободному члену, 
а размерность d – количеству независимых 
факторов.

Это уравнение в  отличие от  уравне-
ния линейной регрессии нелинейно относи-
тельно параметров. Уравнение линейной ре-
грессии является частным случаем данного 
уравнения, когда функция связи линейна. 
Стандартный метод решения нелинейных ал-
гебраических уравнений – это итерационная 
процедура (O’Brien, Kell, 1997), например 
метод Ньютона или какой-либо другой гра-
диентный метод (Рябенький, 2000). Выве-
дем соответствующие формулы для вектора 
параметров в явном виде. Для этого введем 
следующее обозначение:

,
αβ
η

∂
∂

= iX 	 (20)

где X  – это матрица размером )1( +× dN  , 
состоящая из  единичного столбца высотой 
N и столбцов независимых переменных. Те-
перь, воспользовавшись (14), заметим, что 
отклонения наблюдений от  математического 
ожидания имеют вид:

. )(- iηµε ii u= 	 (21)

Таким образом, уравнение регрессии 
можно записать в виде:

.0=XTε 	 (22)
Здесь εT  – транспонированный вектор 
(строка) остатков модели, размерность кото-
рого совпадает с размером выборки. Как уже 
отмечалось выше, этот вектор зависит нели-
нейным образом от  вектора параметров су-



493ВОПРОСЫ РЫБОЛОВСТВА том 16 №4 2015

Математические аспекты стандартизации уловов

щественно меньшей размерности. Разложим 
эту зависимость в ряд Тейлора в окрестности 
приближенного решения:

).()()( )()( kik
ii

x
ββ

β
βµ

βεε −
∂

∂
−= ).	 (23)

Далее, используя формулу для слож-
ной производной, а  также выражения (18) 
и (20), получим:

.)()())(( i
i

ii XV αµ
β
η

η
ηµ

β
βηµ

=
∂
∂

∂
∂

=
∂

∂ 	 (24)

Пусть V  – диагональная матрица 
размером NN × , состоящая из элементов V 
(μi), тогда (23) можно записать в матричном 
виде:

	 (25)

Таким образом, для получения ите-
рационной процедуры оценки параметров 
обобщенной линейной модели необходимо 
найти решение системы линейных уравне-
ний (19) или (23), выраженной в матричной 
форме следующим образом:

	 (26)
Это уравнение легко разрешить, если 

матрица XTVX размером )1()1( +×+ dd  
не вырождена, т. е.:

	 (27)
Итак, мы получаем выражение для 

следующей итерации вектора параметров:

.)())(( )()(1)()1( kkTkTk XXVX ββεββ += −+ 	(28)
Именно эта вычислительная проце-

дура подлежит самому тщательному иссле-
дованию на  устойчивость. Однако, прежде 
чем ставить вопрос об  устойчивости, необ-
ходимо убедиться, что процедура сходится. 
Для этого перепишем рекуррентное соотно-
шение (28) в виде формального ряда:

.)())((
1

)(1)()0( ∑
∞

=

−+=
ë

kTkT XXVX βεβββ  (29)

При получении априорной оценки 
снизу на  член ряда можно получить мини-
мальное значение радиуса сходимости ряда. 

Начальное приближение вектора параметров 
не  должно отклоняться от  истинного более 
чем на радиус сходимости. В качестве стар-
тового значения рекуррентной процедуры 
можно использовать оценки одномерных ре-
грессий:

	 (30)

В силу выражения (16) предвари-
тельной оценкой каждого из  параметров 
окажется отношение колмогоровского сред-
него зависимой переменной к среднему зна-
чению соответствующей независимой пере-
менной.

Достаточным условием сходимости 
процедур (28) или (29) является сжимае-
мость соответствующих отображений:

,1))(())((1 1 <•−•+ − XuXXVX TT µ 	(31)
где ● – знак операнда отображения. Разло-
жение отображений (28) или (29) в окрест-
ности решения до второго порядка по β пре-
образует условие сходимости к виду:

	(32)

где δβ – отклонение от истинного значения 
вектора параметров. Таким образом, итера-
ционная процедура сходится квадратично:

	 (33)

где λi – собственные числа матрицы lnXTVX, 
т. е. решения следующего уравнения:

	 (34)

Несмещенность оценки предпола-
гает выполнение следующего условия. Если 
каждая из  компонент вектора наблюдений 
распределена по  закону, принадлежащему 
экспоненциальному семейству, то математи-
ческое ожидание соответствующей оценки 
совпадает с истинным математическим ожи-
данием зависимой переменной:

	 (35)
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где β∞  – финальная оценка вектора 
параметров.

Требование состоятельности оцен-
ки означает, что оценка вектора параметров 
сходится по вероятности к своему истинному 
значению при увеличении объема выборки:

.0)(,0 )(  →<−>∀ ∞→∞ NP εββε 	 (36)
Для исследования устойчивости 

оценки параметров рассматриваются малые 
изменения во  входных данных  – значения 
зависимых и независимых переменных:

	 (37)

	 (38)
Реакция на  отклонение зависимой 

переменной линейна, а  на  отклонение в  не-
зависимых переменных  – нелинейна. Ука-
занная нелинейность значительно усложняет 
исследование процедуры оценки параметров 
на  робастность. Если при исследовании со-
стоятельности оценки предполагалась ис-
тинность гипотезы о  распределении, то ро-
бастность требует, чтобы оценка изменялась 
мало, если к исходному распределению при-
мешивается небольшое число данных с суще-
ственно иным законом распределения, напри-
мер, не имеющих математического ожидания 
или с бесконечной дисперсией.

Fε(β)=(1–ε) Fε(β)+ εR	 (39)
где Fε(β)  – реальное распределение вы-
борки, ε  – малый параметр смешивания, 
F(β) – теоретическое распределение из экс-
поненциального семейства, а R – некоторое 
распределение с бесконечными моментами.

Итак, для оценки параметров обоб-
щенной линейной модели необходимо апри-
ори задаться некоторой функцией связи и за-
висимостью дисперсии от  математического 
ожидания, т. е. принять гипотезу о  функции 
распределения. Однако распределение не яв-
ляется заранее известным, поэтому прибе-
гают к байесовским процедурам (Cao et al., 
2011). Помимо байесовских методов не-

определенность в исходных гипотезах может 
быть устранена с  помощью робастных оце-
нок параметров на основе ранговых критери-
ев (Хьюбер, 1984). Разработка такого рода 
методов оценивания параметров обобщенных 
линейных моделей является весьма актуаль-
ной проблемой, отдельные возможные пути 
решения которой будут намечены ниже.

Заключение

В результате проведенного анализа 
было показано, что даже наиболее совре-
менные процедуры стандартизации уловов 
на  усилие, основанные на  обобщенных ли-
нейных и  аддитивных моделях, неустойчи-
вы по  отношению к  ошибкам в  исходных 
данных и гипотезах о распределении уловов 
на усилие. Тем не менее использование обоб-
щенных линейных моделей и  аналогичных 
им методов является объективной необхо-
димостью в  силу ряда причин. Во-первых, 
аппарат обобщенных линейных моделей по-
зволяет объяснять наблюдаемый улов на уси-
лие с  учетом максимального количества из-
вестных факторов. Во-вторых, обобщенные 
линейные модели охватывают максимально 
широкий класс распределений. В-третьих, 
для экспоненциального семейства распреде-
лений, на использовании которого основаны 
обобщенные линейные модели, доказано, что 
средние значения зависимой переменой явля-
ются минимальной достаточной статистикой 
для определения параметров распределения.

Для повышения робастности стан-
дартизации уловов на  усилия с  помощью 
обобщенных линейных моделей предложено 
использовать следующие методы. Первый 
метод – использование функции псевдоправ-
доподобия Q (μ, u) в качестве функционала 
минимизации (McCullagh, Nelder, 1989):

	 (40)

где φ – параметр дисперсии, a(φ) – функ-
ция, определяемая видом распределения.

Функция псевдоправдоподобия обла-
дает всеми свойствами функции правдоподо-
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бия для распределения из  экспоненциального 
семейства  – ее первая и  вторая производные 
определяют математическое ожидание и  дис-
персию соответственно. Поэтому данный ме-
тод позволяет получать оценки индекса чис-
ленности, не  уточняя, к  какому конкретно 
распределению из  экспоненциального семей-
ства принадлежат его наблюдаемые значения. 
При этом, будучи методом параметрической 
статистики, по отношению к ошибкам в исход-
ных данных этот метод остается неустойчивым.

Второй метод – использование бай-
есовской процедуры оценивания (Cao et al., 
2011). Этот метод более устойчив по  отно-
шению к ошибкам исходной гипотезы о виде 
функции распределения, однако требует за-
дания априорной вероятности принадлежно-
сти наблюденного улова на усилие к тому или 
иному распределению.

Третий метод  – использование ме-
дианных или модальных оценок для индекса 
численности. Медианные методы наиболее 
робастные, однако существуют трудности 
в обобщении методов этого типа на распреде-
ления произвольного типа. Методы модаль-
ной регрессии более перспективны; так, ниже 
показана явная связь между модой распреде-
ления и  линейным предиктором, определя-
ющим индекс численности, для нескольких 
наиболее часто используемых распределений. 
Например, для нормального распределения 
математическое ожидание, мода, медиана 
и  линейный предиктор совпадают. В  случае 
обратного гауссовского распределения, часто 
встречающегося в  приложениях, аналитиче-
ское вычисление медианы невозможно, од-
нако мода имеет явное выражение:

	 (41)

Таким образом, дальнейшая разра-
ботка медианных и модальных методов оце-
нивания наиболее перспективна для повыше-
ния робастности процедуры стандартизации 
уловов на усилие.

На практике рекомендуется применять 
либо метод псевдоправдоподобия, поскольку 
для него существует программное обеспечение, 
либо медианную регрессию. Хотя медианная 
регрессия обычно требует симметричности 
распределения, высокая робастность медианы 
в ряде случаев позволяет игнорировать асимме-
трию при больших отклонениях.

Работа поддержана грантом РНФ 
№ 14-11-00687.
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